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本稿は,福 井大学公開講座 「体験ふむふむ数学クラブ」の実践報告である。 この公開講座の狙いは,
一般の社会人や中高生を対象に,グループによる体験的活動を通 して,数 学を楽しみなが ら学んでもら
うこと,及びそれを実現するカ リキュラムを開発することである。本稿では,平成26年度に実施 した,
油分け問題,不 可能立体,折 り鶴を題材とした3回 の公開講座の実践報告に沿って,そ の教材化につい
て考察する。








































る。H26年度の 「ふむふむ」では,油 分け算,不 可能立
体,折 り鶴の3つ のテーマで,公 開講座を実施 した。本





替えて,決 められた量を測 り分ける 「油分け算」を取 り
上げた。油分け算は,江戸時代に出版された 『塵劫記』
(吉田1977)を始め,多 くの数学遊戯の本で取 り上げ ら
れている古典的な数学パズルである(藤村 ・松田1982等)。
油分け算の教材化は,これまでにも先行実践があり(嶋









①ダイ ・ハー ドか らの挑戦状
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②二元一次不定方程式
③グラフによる解法
2.1.1ダイ ・ハー ドか らの挑戦状
映画ダイ ・ハー ド3(1995)の中で,犯 人が主人公に,
油分 け算の問題 を投 げか けるワンシー ンが ある。本講座
では,油 分 け算が どうい うものかを知って もらうた めに,
ダイ ・ハー ド3の ビデオか ら,そ の ワンシー ンを2分間
ほど最初 に上映 した。
表1:挑 戦状の解答





















ダイ ・ハー ドの問題 を,空 白の桝が描かれた用紙 を容
器に見立て,水 の代わ りにポーカーチップを使って,ワ ー
クシー ト上で実際 に手 を動か して,グ ループ毎 に考 えて
もらった(図1)。
図1:ポーカーチップ を便 って油分 けを考 える
この問題は,ほ とんどの人ができていたので,各 班の
代表者に前に出てきてもらって,色水を入れた水槽から,








るとい う操作を繰 り返 している。後者は,逆 に泉から5
ガロンを汲んで,3ガ ロンを捨てる。無駄な移動を除け
ば,本質的にこの2通 りの解答 しかない。2つ の解答を
全員で確認 した後,油分け算について簡単な説明を加え,
第2問 として,江戸時代に出版 された塵劫記(吉 田1977)
の問題を出題 した(図3)。
この問題 について も,ポ ーカーチ ップ と桝 目を描いた
紙で考 えた後,実 際 に色水 を入れたペ ッ トボ トルの容器
を使 って,水 を計 り分 けて もらった。考 え方 は,初 めの
問題 と同 じで,10升ますか ら3升ます で汲んだ油を7升ま
す に移 し,7升 ますが一杯 になった ら10升ます に戻す と
い う操作 を繰 り返す。 も しくは,逆 に7升 ます で汲んで,
3升ます で戻す ことを繰 り返す。
2.1.2二元一次不定方程 式
油分 け算 を,方 程式で考 える方法 を説明 した。泉か ら
a升ます とb升ます で,c升 の水 を計 り分 ける とす る。 た
だ し,a,b,cは自然数 で,a>cまた はb>cである。 泉か ら,
a升ます で水 を汲んで,b升 ます に移 して一杯 になった ら
捨 てる とい う操作 を繰 り返す。 水 を汲む操作 をx回,捨
て る操作 をy回行 うと,ま す に残 った水 の量は,ax-by升
で あるか ら,こ の問題 は,二 元一次不定方程式
ax-by=c…①
の 自然数解 を求 めることに対応す る。例 えば,表1の 左
で は,3ガ ロン容器で3回 汲んで,5ガ ロン容器で1回
捨 ててい るので,3×3-5×1=4で ある。 同様 に表1右
で は,5×2-3×2=4で あ る。 ここで次の定理 が成 り立
っ(数 学Aの 教科書(高 橋2011)参照)。
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定理1整 数a,bの最大公約数 の倍数cに対 して,ax+by=
Cを満 たす整数X,yが存在す る。
この定理 は,証 明抜 きで認 めて も らうことに したが,
興味が ある人のた めに配布テ キス トの付録 に入れておい
た。Eの 定理 において,a>cまたはb>cであれば,x,yの
一方 は正で,他 方 は負で なけれ ばな らないので,必 要 な
らa,bを入れ替 えて,正 の方 をxとす ると,① の不定方程
式 に 自然 数解x,yが存在す る ことになる。 この よ うに,
油分 け算 と不定方程式の 関係 を説 明 したの ち,不 定方程
式の一般解の求 め方 を紹介 した。
例題.5x+3y=4の一般解 を求 めよ
表1よ り,x=2,y=-2は解の一つで ある。
与式か ら5×2-3×24の 両辺 を引いて,5(2-x)=3(y+2)
両辺 は3,5の倍数 よ り,2-xは3の倍数,y+2は5の倍数。
従 って,x=-3n+2,y=5n-2(nは整数)
例 えば,n=1とおけば,も う一つ の解x=-1,y=3が得
られ る。 この こ とか ら,不 定方程式① には,xが 正の解
と,yが正の解 で,そ れぞれ最小の解 が見つか るので,a,
bが互い に素であれ ば,2通 りの解 が常 に存在す ること
がわか る。以上 を簡単 に説 明 して,幾 つか不定方程式の
演習 問題 を出 した。
図4グ ラフによる表現
口標 は,5ガ ロン容器 に4ガ ロンを入れ ることで ある
か ら,原 点 をス ター トして,直 線で結 ばれた点 を端か ら
端 まで移 動 して,(O,4)または(3,4)に至 る経 路 を探
す ことになる(図5)。
図5グ ラフによる解法
問題(1)1個23gの チ ョコ レー トAと,12gのチ ョコレー
トBを 詰 め合わせて,500gにしたい とき,そ れぞれ何個
ずつ詰 め合わせれ ばよいか?(啓 林館 『数学A』 教科書
よ り)
(2)1個66円の柿 と1個35円のみ かん を合 わせ て3890円
で した。柿 とみかん をそれぞれ何個ずつ買 ったで しょ う
か?(灘 中2008年)




次 に,Tweedie(1939)による,油 分 け算の グ ラフを
使った解法 を紹介 した(藤 村 ・松 田(1982),根上他(2012)
等)。初めのダイ ・ハー ドの問題 を例 に挙 げて説明を行 っ
た。3ガ ロン容器 と5ガ ロン容器 に,そ れぞれa,bガロ
ンの水 が 入 って い る状態 をxy平面Eの 点(a,b)で表 す
(図4)。例 えば,1回 目に5ガ ロン容器 に水 を入れ ると,
(0,5)とな り,そ こか ら3ガ ロン容器 に移す と,(3,2)と
なる。容器 間の水の入れ替 えは,グ ラフ上の点の動 きに
対応す る。
E記の説 明後,類 題 と して,11升ます と7升 ますで2
升 を計 り分 ける問題 と,12升ます に満杯 に入 ってい る油
を7升 ます と9升 ますで半分 に分 ける問題(藤 村 ・松 田
1982)をそれぞれ グラフを使 って考 えさせた。座標の考
え方 は,少 し難 しい 面が あったか も しれ ないが,フ ァシ
リテー ターが若干の支援 をす ることで,皆 す ぐに理解 し
て,小 学生の参加者 もグラフを使 って油分 けの 問題 を解
くこ とがで きた(図6)。 なお後者 の問題 は,7と9は
互い に素で あるが,全 体量が12升と少 ないた め,6升 を
計 り分 けることがで きない。 この 問題で は,グ ラフを使
うことで答 えが ない ことを確認で きることを説 明 した。
図6グ ラフによる解答を示す参加者
2.1.4アンケー ト
福井大学COC推進 室が実施 したアンケー ト結果 を示す。
参加者 は24名で,10代の参加者が37%,小 学生の参加が
26%あった(図7)。 昨年 度ま での本公 開講座 では,60
代以上の常連の参加者が大 半を占めていて,大 きな課題
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「難 しい」 と答 えている。一方,満 足度では,84%の人
が 「満足」または 「大変満足」と答えてお り,難 しかっ
たが満足した とい う傾向が見て取れる。「大変不満」ま








・楽 しか った。STAFFさん がお も しろ くて,す ご く丁
寧 に教 えて くれた(10代前半)。
・子供 たちがすば らしく活動的で頭が よいので感心 した。
(50代)
・学校で習 った以外の もので面 白か った。(60代)
・塾で習 った ことが あ り,や さ しか った。(10歳以 下)
2.2第2回 「あ りえない?!立 体」(11月29日)
第2回 の講座で は,不 可能立体 をテーマ と した講習 を
行 った。本講座で は,前 川が全体 を統括 して教材開発か
ら講座の進行 をこな した。
2.2.1不可能立体 の絵
は じめに不可能立体 とは何か を知 って もら うた めに,
M.C.エッシャーの絵 などに見 られ る,不 可能 な立体の絵
を,ス ライ ドで紹介 して,そ れ らについて要点 を解説 し
て いった。 こ こで取 り上 げた題材 は,ア ル ・セ ッケル
(2014)などの本 を参 考に した(図9)。
図9:不 可能立体の例
図9に 示 した 図形 はそれ ぞれ,ペ ン ロー ズの三 角形
(左上)と 階段(右 上),悪 魔 のフォー ク(左 中),ネ ッ
カーの立方体(左 下),M.C.エッシャーの 「滝(1961)」
(右下)で あ る。 この よ うな不可能 立体 を紹介 して,そ
れ らが描かれてい る典型的 な手法 を以下の よ うに分類 し
た(杉 原2006)。
①部分的に正 しい絵を,直 線部分を合わせて組み合わせる
②立体の重 なった部分の遠近 関係 を入れ替 える
本講座で は,参 加者 に①の手法 を体験 して もら うた め
に,図10に示 した絵 カー ドを点線 で切って繋ぎ合わせて,

































は,それらの設計図をケン ト紙に印刷 して,ハ サ ミと木
工用ボン ドで立体を組み立て,で きた立体を観察する活
動を行った。工作は,班 ごとに協力 して行い,難 しいと
ころなどはファシリテーターが支援を行った(図14)。
できあがった立体を,不可能立体に見える位置から観察




福井大 学COC推進 室が実施 した アンケー ト結果 を示す
(回答数19/19名)。第1回 の参加者 が再び参加 して くれ
たた め,10代お よび20～50代の参加が30%以上 と,2回
目も若 い参加者 を多 く集 めるこ とがで きた(図15)。な





















・見 る方 向,角 度,距 離 によって 「ふ しぎ」が 出来 る。
実際 に手で作 ると楽 しか ったです。(50代会社員)
・学生 さんの説明等,わ か りやす く,プ ロジェクター に
よる映像で余計理解 しやすか った。(70代)
・工作や パズル があって,分 か りやす かったです。(10
代小学生)
・や さ しく説明 ・指導 して くだ さ り,分 か りやすか った
です。子供た ちも生 き生 きと活動 していて,す ばら し
い作 品を作 られていま した。(50代会社員)
・題材 にとても興味 を持 った。院生も準備 をとても頑張っ
ていただ き,熱 心 に指導 を して くだ さい ま した。本 当
に良い勉強がで きま した。(20代教員)
・「ふむふむ数 学 クラブ」 とい うタイ トルなの に,資 料
にも数学的説明が なく,工 作の よ うで とて も残念だ っ
た。(60代)
ほとん どの参加者 は,満 足 してい る様子で あったが,
アンケー ト8で 「やや不満」 と答 えた2名 は,数 学的説
明が少 ない ことを不満 に感 じていた よ うだ った。また,
工作が嫌い とい う意見 もあった。
2.3第3回 「折 り鶴のす うり」(12月20日)
第3回 の講座では,折 り鶴の変形をテーマとした講習




伊井(2015)等参照)。学校教育で折 り鶴 を教材化す る試
みは,堀井(1977)など古くから先行例があり,高校(旧
課程)の 「数学基礎」の教科書(岡 部他2002)でも取 り
上げられているが,伏 見が端を発 した数学的研究を反映
した実践例は少ない。我々は,前年度に福井大学大学院










講座で は,初 めに折 り鶴の折 り方 を確認す るた めに,
正方形の折 り紙 を各 自に配 って,全 員で折 り鶴 を普通 に
折 ることか ら始 めた。折 り鶴 を折 った経験 は,ほ ぼ全員
あるよ うだったが,う まく折れ ない人 もいるので,グ ルー
プで教 え合い なが ら進 めた。 なお 「折 り方」 は,配 布テ
キス トに印刷 して配 ってお り,ま た実物投影機で折 ると
ころを リアル タイ ムでス ク リー ンに映 して示 し,そ れで





加者各自で,鶴 の 「基本形」についている折 り線を調べ
てもらった(図18)。A
図18:折り鶴の基本形の展開図
図18を黒板で示 して,折 り線 の構造 を説 明 した。B,D
は鶴の頭 と尾,A,Cは翼である。 中央 の点0を鶴の 中心 と
呼ぶ。図の折 り線の うち,実 線 は山折 り,点 線 は谷折 り
で ある。ただ し うす く描いた対角線ACは折 り線 ではな く,
対角線 を示す補助線で ある。折 り方 にもよるが,途 中で
折 った跡が,他 にも付 くことが あ り,そ れ も折 り線 と し
て描いた人 もい るが,途 中で一時的 に折 った跡 は,折 り
線 と区別す ることに注意 した。線分BE,AE,OEは三角形OA
Bの内角 の2等 分線で,点Eは 内心で ある。 点F,G,Hも同
様で ある。
図18の折 り線の構造 をそのままで,菱 形で も鶴 を折 る
ことがで きることを説明 し,参 加者 に菱形で鶴 を折 って
み るこ とを促 した(図19)。さ らに,菱 形で鶴 を折れた
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紙から鶴を折る場合,両 翼を折 り上げる折 り線EH,FGが
うまく折れないことがある。このときに,例えば紙の余っ
















本講座では,定理2を 利用 して,凧 形で左右対称な鶴
を折る活動を行った。当初は折 り線を印刷 した用紙を配













角Aが180度以上 で,二 等辺 三角形や 凹の凧形 の時で も
成 立す る。
2.3.3ジュスタン鶴
Justin(1994)は,伏見 の研 究 を発展 させて,内 接 円
を持つ 四角形か ら鶴 を折 る方法 を考 えた。講座で は,そ
の結果 を紹介す るとともに,内 接 円を持つ 四角形や双 曲
線の性質 について,講 義 とい う形で説明 を行 った。定理
2の説明の時 にも利用 していたが,こ こで は数学 ソフ ト
ウェアGeoGebraで作図 した折 り鶴の展開図 をプ ロジェク
ターで示 し,頂 点 を リアル タイ ムで動か して見せ ること
で,定 理の 内容が視覚的 にわか るよ うに した(図23)。
定理3(ジ ュスタ ン).折 り鶴 を折 る ことがで きる四
角形 は,内 接 円を持 つ四角形(内 心四辺形)に 限る。
内心 四辺形ABCDで,B,Dを翼 とす る鶴 を折 る場合,鶴
の中心0は,A,Cを焦点 と し,B,Dを通る双 曲線 上に取
る ことができる(図22)。
図22:ジュスタン鶴





図23:GeoGebraによ る 説 明
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定理3を 紹介 した後,内 心四辺形と鶴の折 り線図を印
刷 した用紙を配布 して,実 際にその用紙から鶴を折る活
動を行った。
2.3.4前川鶴 と川 崎鶴
次 に,折 り鶴の前川変形 と,川 崎敏和 による開いた 四
辺形 による折 り鶴の紹介 を行 った(詳 しくは,川崎(1998),
伊井(2015)参照)。前川 変形 は,定理3と 同様 にGeoGebra
を使 って説明 した後,正 方形の紙か ら,前 川変形 によっ
て,紙 飛行機 の よ うに飛ぶ鶴 を折 って実際 に飛 ば して見
せた。開いた 四辺形の折 り鶴 について は,説 明 は簡単 に
済ませて,折 り線 を印刷 した用紙か ら実際 に折 り鶴 を折
る活動 を行 った。最後 に,開 いた折 り鶴の応用 と して,





福井大 学COC推進 室が実施 した アンケー ト結果 を示す
(回答数15/20名)。参加者 の傾 向は2回 目と同様で,様 々
な年代 の参加者 を多 く集 めるこ とがで きた(図26)。な
お,今 回初 めて参加 した人 は3名,2回 目の参加 は7名
で あった。
内容 についての評価 を図27に示す。今回の講座で は,
三角形の 内心,四 角形の 内接 円,双 曲線の定義 など,高
校 レベルの数学的 内容 を多分 に含んでいたた め,73%の
参加者が 「難 しか った」また は 「やや難 しか った」 と答
えてい る。一方で,「大変満 足」が33%,「満足」が47%




・内接 円や外接円などの言葉や式があったか ら(難 しかっ
た)(10代前半 ・小学生)
・難 しか った けど,面 白か ったです。折 り紙 と数学が 関
係 ある とは意外 で した。大変勉 強 にな りま した。(40
代 ・主婦)
・正方形 しかだ めだ と思 っていた けど,他 の形で もで き
ることを知 った。その他色 々わか って興味深か った。
(10代前半 ・小学生)
・定理が よくわか りま した。色々 な折 り鶴が美 しか った
です。(40代・主婦)
自由記述で も,難 しか った けど面 白か った とい う声が
多か った。折 り紙が数学 と関係 してい ることに対 して言
及 した感想 も 目立っ。 質 問9で 「やや 不満」 と答 えた1
名(中 学生)は,理 由と して 「あま りわか らなか ったか
ら」 と書いていた。
【予備実践のア ンケー ト結果 】
8月8日 に行われたオープ ンキャンパス において,本
講座 の予備 実践 として同 内容 の模擬 授業 を行 った。 「ふ
むふむ」 との違い は,
・対象が高校生(36名)
・グループ活動 は行わず に一斉授業形式で行 った
・時間 は90分
・扱 う内容 は伏見鶴(凧 形)を 中心 と して,最 後 に発展
と して ジュス タン鶴 に関す る定理3を 紹介す るまで に
留 めた。
・プロジェクター,GeoGebraなどの機器 は使用 しなかった。
などで ある。ア ンケー トで は,面 白さと理解度の他,
折 り鶴の折 り方 を知 っていたか を質問 した(表2)。
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上げることが重要である。今回,油 分け ・不可能立体 ・
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